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0 QUE FALAM
SOBRE O ASSUNTO
DESTA EDICAO?

Roberto Imbuzeiro Oliveira

I. Um passatempo que faz muito tempo passar

roponho um jogo de paciéncia. Comeca com quadrados em branco

dispostos em cinco colunas, como na figura 1 abaixo. De inicig, esses

guadrados estao vazios. Ao longo do jogo, vocé preenchera alguns
desses quadradas com um X, e estes passarao a ser chamados de marcados.

Figura 1: Os quadrados do jogo. Repare que ha cinco
colunas, contendo 1, 2, 3,4 e 5 quadradinhos.

Em cada rodada, vocé deve escolher duas colunas e marcar quadrados vazios
nas duas colunas, sempre em igual niumero. Por exemplo, se uma coluna tem
dois quadrados vazios e outra tem guatro, entdo vocé pode marcar um ou
dois quadrados vazios em cada uma dessas duas calunas. As figuras abaixo
ilustram o que pode acontecer nas duas primeiras jogadas.

X X X X

X X X |X| X

Figura 2: Uma sucessdo de jogadas. Na primeira, foram marcados dois X nas colunas 2 e 4 (da
esquerda para a direita). Na segunda jogada, marcamos um quadrado vazio em cada uma das
colunas3e 4.

0 jogo termina ou quando todos os quadrados estaoc marcados ou
guando s¢ houver uma coluna ainda com quadrados vazios. Vocé ganha
se todos 0s quadrados forem marcados e perde em caso contrario.
Espero que se arrisque a jogar este jogo e se empenhe para ganhar antes
de seguir a leitura.

Conheci este jogo (ou melhor, uma variante dele) no livro Iniciagéo
0 Matemadatica: um curso com problemas e solugdes, dos professores



Krerley Oliveira (da Universidade Federal de Alagoas) e Adan Corcho (da
Universidade Federal do Rio de Janeiro), editado pela Sociedade Brasileira de
Matematica. E um ¢timo passatempo, na melhor acepcao da palavra. Digo
isso pelo seguinte: pode passar o tempo que for; vocé pode tentar quantas
vezes quiser, que ainda assim ndo vai conseguir vencer. E matematicamente
impossivel ganhar o jogo!

Il. 0 drama da impossibilidade
[..]

Pensar que algumas coisas sao impaossiveis pode ser meio
desanimador. Por exemplo, se um parente seu esta desenganado
pelos médicos, pode ser alentador ouvir que “nada é impaossivel”. A
diferenca entre este caso e 0 jogo acima é que a Medicina ndo é exata:
sempre ha espaco para o inesperado ou até para um milagre. Ja a
Matematica é diferente. [..]

Para botar mais lenha na fogueira, [..] poderia dizer que conseguiu ganhar
com um numero maior de quadrados a serem preenchidos, como na figura 3
abaixo. Se com mais é possivel, por que ndo seria com mMenos?

Figura 3: 0 jogo comega com 7 colunas, preenchidas com
1,2,3,4,5, 6 e 7quadrados. Neste caso, é possivel ganhar o
jogo. Vocé consegue descabrir como?

Neste caso, meu problema ndo é psicolégico e sim ldgico. [..]

lll. 0 impossivel na histdria da Matematica

Todos conhecemos teoremas como o de Pitagoras, que nos permitem
fazer ou calcular alguma coisa. H3, no entanto, uma série de resultados
matematicos que se parecem com o0 meu problema acima: eles falam do
gue nao se pode fazer ou calcular.

Por exemplo, é sabido desde o0s gregos antigos que o numero raiz de dois
nao pode ser escrito como uma fracgdo: isto é, ele ndo é a razao de dois
numeros inteiros. 0 mesmo vale para o nimero pi — a razao entre perimetro
e diametro da circunferéncia —, mas isso so foi demonstrado pelo suico
Johann Henirich Lambert (1728-1777].



A “férmula de Bhaskara”, muito antiga, nos permite resolver equacdes do
segundo grau em uma variavel. Ha férmulas mais recentes para resolver
equacOes de terceiro e quarto grau em termos das operacdes basicas e de
raizes ou radicais (quadradas, cubicas ou de ordem maior]. Por muito tempo,
tentou-se achar uma férmula para equacg@es do quinto grau, até que o
matematico noruegués Neils Heinrik Abel (1802-1829) provou que isto era
impossivel. 0 francés Evariste Galois (1811-1832) foi mais longe e deu uma
receita para descobrir que equagfes podem ser resolvidas por radicais.

Janoséculo 20, o austriaco Kurt Gédel (1906-1978) mostrou que ha
afirmacdes matematicas verdadeiras, mas impaossiveis de se demanstrar.

O inglés Alan Turing (1912-1954), que inventou a Teoria da Computacdo a
partir dos trabalhos de Godel, mostrou resultados variados a partir disso: por
exemplo, nao é possivel fazer um programa de computador que funcione
como antivirus universal.

Questdes de impossibilidade foram e continuam sendo muito importantes
para 0s matematicos. Em alguns casos, como o de Turing, descobertas deste
tipo tém importancia pratica direta. Em outros, como o de Galais, provar a
impossibilidade levou a uma revolugdao da Matematica pura, que s6 muito
depois desembocou em aplicacdes (por exemplo, a seguranga das compras
on-line é baseadas na Teoria de Grupos gue Galais criou). Em todos os casos,
guando os matematicos provam que algo é impossivel, isso ndo é motivo
para choro, e sim para se desbravarem novos caminhos.

IV. De volta ao jogo: a ideia de invariante

[..] O jogo dos quadradinhos era apenas um pretexto para falar de
impossibilidades. No entanto nosso pequeno drama persiste: como eu posso
provar que e impaossivel preencher todos os quadrados?

A razao é simples. Primeirg, observe que o numero total de quadrados no
jogo é 15, impar. 0 que mostrarei a seguir € que o numero de guadrados
marcados ac longo do jogo é sempre par. Desta forma, nunca sera possivel
marcar todos os quadrados.

Como sabemos que o numero de preenchidos é sempre par? Quando o jogo
comecga, isso é evidente: ha 0 quadrados preenchidos! Na rodada seguinte,
preencho o mesmo numero de quadrados em duas colunas diferentes.
Portanto, o niumero de quadrados que preencho é o dobro de algum nimero
inteiro. A conclusao é que este nimero é par.

Nas rodadas seguintes, 0 mesmo raciocinio mostra que preencherei um
numero par de guadrados. Portanto, a soma do nimero de preenchimentos
ao longo das rodadas é sempre uma soma de pares. Como a soma de pares
€ par, isso quer dizer que a soma — o total de quadrados preenchidos — é
sempre par, como afirmei acima. Por isso, nunca conseguiremaos preencher
0s 15 quadrados!

Aideia que usei foi buscar um invariante: ou seja, algo que ndao muda

a medida gue “mexo no jogo” de acordo com as regras. Essa ideia é
fundamental para varios problemas de impossibilidade. Na verdade, para

0 N0ss0 jogo essa ideia é perfeita. Pode-se demonstrar que é possivel
preencher todos os quadrados se e somente se a soma é par. E por isso que
vocé pode ganhar o jogo no caso da figura 3 acima. Por que nao tentar agora,
jad que desta vez vocé sabe que é possivel?

OLIVEIRA, Roberto Imbuzeiro. A impossibilidade matematica.

Ciéncia & Matematica — 0 GLOBO: 12 set. 2019. Disponivel em: <https://blogs.oglobo.
globo.com/ciencia-matematica/post/impossibilidade-matematica.html>.

Acesso em: 23 set. 2019.
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Impossivel ou dificil?

Rafael da Gama Cavallari

Matematica oferece diversos tipos de problemas. Alguns podem até
parecer simples, mas se revelam dificeis e, muitas vezes, impaossiveis.
Para exemplificar isto, olhemaos para a Geometria.

A Geometria que estudamos no Ensino Médio foi estruturada a partir do
trabalho de Euclides de Alexandria, dai o nome Geometria euclidiana. Ele
formalizou os axiomas, as definicdes, as propaosicdes, os teoremas e as
construcdes da Geometria em seu famoso livro chamado Os elementos de
Euclides, de 300 a.C.
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Folha de rosto da edicao do livro Os elementos Capa da primeira traducao completa para

de Euclides, de 1570, feita por Sir Henry 0 portugués da obra de Euclides feita a
Billingsleyh. Essa obra é composta de 13 livros partir do texto grego.

em que se demonstram 465 proposicdes
referentes a Geometria euclidiana, a da regua
e do compasso, e a Geometria aritmética.

Durante muitos anos, parecia impossivel que houvesse outras concepcdes
gue nao fossem as de Euclides. Porém, os matematicos modernaos Nikolai
Lobachevski, Janos Bolyai e Bernard Riemann exploraram novas maneiras
de enxergar a Geometria e a realidade, negando algumas ideias de Euclides,
e desenvaolvendo assim o que chamamaos de Geametria ndo euclidiana. As
descobertas desses matematicos foram aparentemente tao peculiares

gue pareciam ir contra a realidade por envolverem estruturas geometricas
muito dificeis de serem concebidas, tanto tedrica guanto visualmente, em
relacdo ao que era conhecido até entao.

0 estudo da realidade ndo é apenas feito na Matematica. Podemos encontrar
estudos desse tipo na Fisica, por exemplo.




Isaac Newton, conhecido como o pai da Fisica,
também era matematico e fez importantes
estudos dentro da ciéncia. O seu trabalho

€ base fundamental para a Fisica como a
conhecemos hoje e impactou muito nas
producdes e nas descobertas posteriores da
ciéncia, assim como aconteceu com Euclides.
Por muito tempo, pensou-se ser impossivel
gue alguém seria capaz de relatar teorias que
pudessem contradizer Newton.

Retrato de Isaac Newton.

Até que Albert Einstein desenvolveu a Teoria
da Relatividade, mostrando que a teoria de
Newton era boa para uma parte da Fisica,
guando o estudo era feito para objetos que
alcancavam velocidades relativamente
pequenas. Ja em sistemas que envalviam
velocidades maiaores, as regras newtonianas
nao valiam mais.

Retrato de Albert Einstein.

Uma coisa surpreendente é que Einsten, para desenvalver sua teoria,
percebeu que precisava calcar seus modelos e experiéncias na Geometria
ndo euclidiana, uma vez que a Geometria euclidiana ndo se adaptava as
novas estruturas fisicas encontradas. E as atuais comprovagfes da Teoria da
Relatividade tém confirmado isto: o Universo ndo pode ser explicado apenas
a partir do modelo euclidiano. Assim, as regras de Euclides nao servem para
explicar completamente o funcionamento do nosso Universo.




Imagem sem escala do Saol
e da Terra distorcendo o
espaco-tempo por causa de
suas forgas gravitacionais.
0 esquema baseia-se na
Teoria da Relatividade
proposta por Einsten, que
diz que o tempo ndo passa
da mesma forma para
observadores diferentes,
dependendo da velocidade,
da gravidade e do espago
do sistema em que eles
estdo localizados.

Einstein nao fez todo esse trabalho sozinho. Por exemplo, as equagbes que
utilizou no inicio de sua teoria foram desenvolvidas por Hendrik Lorentz.
Para concluir seu trabalho, ele teve ajuda do matematico suico Marcel
Grossmann.

Ele tinha consciéncia da dificuldade que era desenvolver as suas
tearias, tanto que costumava dizer para as pessoas que elas nao
deveriam se preocupar com as dlvidas em Matematica, pois ele
garantia que tinha as dele.

Outra personalidade que impactou bastante as ideias de Einsten foi seu
grande amigo Kurt Gédel. Era comum vé-los caminhando e conversando
pelas calgadas de Princeton. Godel foi um dos filésofos mais importantes
da Histdria: ele trabalhou diretamente com as bases da matematica, que
chamamos de axiomas, mostrando que existem problemas cuja solucao é
impossivel. Seu teorema mais famoso é o Teorema da Incompletude, sendo
considerado uma das maiores descobertas cientificas dos ultimos tempos.

Para entender como esse tearema funciona, ha um exemplo conhecido
como Paradoxo do mentiroso. Para tanto, pense um pouco na frase “Estou
mentindo agora!”.

Se a frase for verdadeira, entdo, eu estou mentindo. Mas, se eu estou
mentindo, entao, a frase nao é verdadeira. Agora, se a frase nao for
verdadeira, entao, eu ndao estou mentindo. Mas, se nao estou mentindo,
entao a frase é verdadeira. Note que, em ambos 0s casos, nao podemaos
dizer que a frase é verdadeira ou falsa. Esse € um exemplo de um problema
de ldgica sem solugao, uma situacao impossivel de ser resalvida.

Da mesma forma, o tearema criado por Gddel ironicamente utiliza a
matematica para dizer que a matematica ndao consegue resolver tudo.

Em outras palavras, ele mostrou que realmente existem problemas que a
matematica ndo pode resaolver. A frase “Estou mentindo agora!” € um desses
problemas. E isto gerou um incémodo gigante para 0s matematicos.




Pense em um problema dificil. De acordo com Gédel, o problema pode
nao apenas ser dificil, como nado ter solugdo. Dessa forma, como saber se
esse problema tem ou nao tem solugao?

Se o seu cérebro encontrou dificuldades ao ler isso, Ndao se preocupe, é
um assunto que exige tempo de reflexao.

Muitos desafios dentro da Matematica sao problemas para os quais nao
se sabe se existe solucao ou nao, de modo que ha prémios milionarios
para guem solucionar desafios desse tipo.

No ano 2000, o Clay Institute of Mathematics lancou sete desafios

para serem resolvidos pela Matematica, oferecendo um prémio de

um milhdo de ddlares por problema resolvido. Os desafios envolvem
computacdo, geometria, funcdes, numeros complexos, teoria dos fluidos
e mecanica quantica. Até agora, apenas um dos problemas foi resolvido.
0 matematico russo Grigori Perelman encontrou a solugdo para a
conjectura de Poincaré, mas, por maotivos particulares, recusou o prémio
milionario.

Antes de entender a conjectura de Poincaré, observe a imagem abaixo.

Representacao das superficies de uma esfera e de um toro com circunferéncias desenhadas.
Na imagem, temaos as superficies de uma esfera e de um toro, figuras
geometricas de 2 dimenstes, mesmo que os solidos sejam de

3 dimensdes. Neles, temaos desenhadas circunferéncias, também de

2 dimensdes. Na superficie da esfera, essa circunferéncia vai se

fechando até se tornar um ponto, porém, na superficie do torg, ndo

€ possivel realizar o mesmo. Isto implica que qualquer que seja a
deformacao que fagamos na superficie do toro, sem rasga-la, corta-la

ou cola-la, nunca sera possivel chegar em uma figura que ndo tenha
um furo em sua forma.

A Conjectura de Poincaré basicamente baseia-se no mesmo
pensamento, porém para uma superficie de 3 dimensdes. Para isso,
@ necessario que o sélido tenha 4 dimensdes, o que impossibilita
visualiza-lo.

Além dos desafios citados anteriormente, existe outro problema que
se tornou bastante interessante na Matematica e ele envolve um juiz e
uma crianga, separados por mais de 300 anos.

Se voceé ja estudou Geometria analitica, talvez saiba que seus criadores
foram o fil6sofo René Descartes e um juiz francés chamado Pierre de
Fermat, que influenciou o desenvolvimento da Geometria ndo euclidiana
e teve seus métodos adaptados a partir disso.




Pierre de Fermat.

Fermat tinha por habito fazer anotacdes matematicas em seus livros de
estudo, e uma dessas notas era uma férmula parecida com o Teorema de
Pitdgoras. Essa férmula relacionava-se com um enunciado para o qual
Fermat afirmou que possuia a demonstracdo, mas que, como a margem
do livro no qual havia feito a anotagdo nao tinha espaco suficiente, ele
nao pode explicita-la. Resultado: ap6s sua morte, em 1665, ninguém
sabia se sua observacdo era verdadeira ou falsa, ficando conhecida como
“O ultimo teorema de Fermat”.

0 teorema amplia a férmula do Teorema de Pitagoras e diz que, para
a expressao x" + y" = z", ndo existem x, y e z inteiros maiores que 0 que
satisfazem a equacao, se n for um inteiro maior que 2.

Durante mais de 300 anos, diversos matematicos tentaram demonstrar a
validade do teorema. Todos falharam. Inclusive alguns dos matematicos
citados neste texto. Muitos concluiram que talvez fosse um feito
impossivel.

Uma crianca chamada Andrew Wiles, na Inglaterra, um dia leu sobre
esse tearema. E eis que despertou seu fascinio pela Matematica, algo
gue muitos consideram impassivel: sera que conseguimaos apreciar e
entender a matematica de um dia para outro?

Andrew decidiu que iria demonstrar o Ultimo teorema de Fermat e, desde
entao, seus esforcos eram para aprender e se aprimarar no estudo da
Matematica. Apds um longo trabalhog, ele obteve sucesso e, em 1994, ele
demonstrou que o teorema era verdadeiro.

Outra situagdo que parecia ser impossivel de solucionar foi resolvida
recentemente por Andrew Booker e Andrew Sutherland, da Universidade
de Bristol. Com o auxilio de recursos computacionais, conseguiram
resalver um enigma que ha mais de sessenta anos estava sem resposta.




0 desafio consistia em, a partir da equacdo diofantina x* + y> + z3 = k,
encontrar os valores de x, y e z para k percarrendo todos 0s nimeras inteiros
de 1a100.

Trés valores de k elevaram muito a dificuldade do desafio, pois por muito
tempo ndo se encontrava a solugao. 0Os numeros eram 32,33 e 42. Para o
numero 32, descobriram que nao ha solucao. Ou seja, nao existem x, y e
zque elevados ao cubo e somados resultem em 32. Para 0 33, a partir de
um algoritmo, Andrew Booker conseguiu solucionar o problema, restando
apenas o numero 42, que so foi possivel ser solucionado com a ajuda de
Sutherland.

Os valores envolvidos nas solugfes sao tao diferentes do comum que,
provavelmente, estavam fora do alcance da mente humana e apenas um
computador conseguiria realizar esse feito.

Assim, podemos observar que, com o passar do tempo e com meétodaos mais
avancados de estudo, de verificacao, de estruturacdo, é possivel questionar
se algo e dificil ou se simplesmente é impossivel ou, até mesmo, observar

0 contrario: derrubar a crenga de que algo é impossivel, descobrindo como
ultrapassar as dificuldades para se chegar aos objetivos desejados.

< Rafael da Gama Cavallari
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1. 0 Paradoxo do mentiroso envolve uma situagdo que nao pode ser definida
como verdadeira ou falsa. Agora é sua vez: escreva algum outro paradoxo que
tenha essa mesma propriedade, analisando por que ele ndo poderia ser nem
verdadeiro nem falso.

2. .
Perelman recebeu nova chuva de ofertas - de prémios, cargos, honras,

pagamentos em dinheiro, convites para conferéncias e fundos de
pesquisa -, as quais considerou, segundo relatos, profundamente
ofensivas.

[..]

“Se a teoria esta correta, ndo necessita de outro tipo de
reconhecimentao”, afirmou Perelman.

BBC. Grigori Perelman, o génio que resolveu um dos maiores problemas
matematicos do milénio e ‘'sumiu do mapa’. G1. Disponivel em: <https://gl.globo.
com/ciencia-e-saude/noticia/2019/06/10/grigori-perelman-genio-que-
resolveu-um-dos-maiores-problemas-matematicos-do-milenio-e-sumiu-do-
mapa.ghtml>. Acesso em: 13 out. 2019.

Segundo relataos, Grigori Perelman ndo aceita prémios por seus trabalhos
porgue entende que a Matematica é superior a isso. Dessa forma, surge o
questionamento: até que ponto o dinheiro se faz importante de forma a se
renunciar as suas convicges? Faca um pequeno relato sobre o que vocé acha da
afirmacao de Perelman e do questionamento colocado. Justifigue sua resposta
com exemplos e situacBes que corroborem seu ponto de vista.

3. Com base na histdria de Andrew Wiles, pense em um tépico de matematica
gue vocé tenha alguma dificuldade. A sequir, busque descobrir um motivo
para aprender esse topico g, na sequéncia, elabore um plano de estudos que
voCé julgue eficiente para alcancar seu objetivo. Justifiqgue cada uma de suas
escolhas.




ENCONTRANDO NUMEROS
PRIMOS DE MERSENNE

Outro tema da Matematica que desperta bastante curiosidade e envolve um trabalho arduo é a
busca por nimeros primos.

Os nameros primos sao muito usados em programas que utilizam criptografia e ndo existe um
algoritmo ou uma férmula que possibilite encontra-los. Em razao disso, as descobertas de novos
ndmeros primos sao remuneradas.

A Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) é uma organizacao que busca por nimeros
primos de Mersenne, que sdo expressos por:

2P — 1,em que p é um numero primo.

Great Internet Mersen

T e L

ne Prime Search

=

Donate

Home Get Started Current Progress Create Account Reports Manual Testing More Information / Help
Make a donation

Welcome to GIMPS, the Great Internet Mersenne Prime Search Today's Numbers ‘
Teams 1,369
To join GIMPS, LR LEECRLE TG Users 216,561
CPUs 1,964,833 :
TFLOP/s 641.688|
Quick Links: [LTGIGEREY BSTEECR Milestones | History 3
 Dowioacs | Siress Test  iestones | ristor | cenare w‘
Previous Day Stats
All exponents below 48 325 283 have been tested and verified. First Prime Tests 544)
All exponents below 85 526 383 have been tested at least once. Verified Prime Tests 284
Newly Factored 313

Pagina inicial do portal GIMPS.

0 ultimo ndmero primo de Mersenne encontrado tem, aproximadamente, 25 milhdes de
algoritmos e foi descoberto em 2018, resultando em um prémio de 11 mil délares a Curtis Cooper.
Ja fazia cinco anos que o ultimo ndmero primo tinha sido encontrado.

Observe como é feita a busca pelos niumeros primos.

1. 0 usudrio baixa o software desenvolvido
pela GIMPS e inicia seu funcionamento em seu
computador.

2. 0 programa divide a tarefa em subtarefas
para outros computadores, que sao
responsaveis pelos calculos necessarios para o
algoritmo de busca de primos.

3. Durante o processo, que dura meses, 0s
computadores vao reunindo as informacgdes
encontradas, disponibilizando-as ao usudrio inicial.

4, Se o trabalho for concluido com sucesso, obhtém-se o nimero
primo de Mersenne. E um trabalho que exige muito da capacidade
operacional do computador, portanto o trabalho é bastante
demorado, dificil e custoso.




SUGESTOES
DE RESPOSTAS
DO EDITORIAL

Contetidos ahordados:

Resolugao de problemas
Geometria

Tearia da Relatividade
Ultimo Teorema de Fermat
NUmeraos primos

Resposta pessoal. Alguns exemplaos de resposta:
Esta afirmacao é falsa.
A préxima frase é verdadeira. A frase anterior é falsa.

Resposta pessoal. As respostas dadas podem variar de acordo com o ponto
de vista de cada estudante sobre o que acham certo: alguns defenderdo que
Perelman poderia entender que o dinheiro &€ um prémio merecido, enquanto
outros defenderao que sua atitude foi correta.

Resposta pessoal.
Exemplo de resposta:
Topico escolhido: fungGes.
Justificativa: dificuldade em compreender os enunciados e interpretar os
graficos.
Maotivagao: aprovacao em Medicina.
Plano de estudos: estudar com mais calma por 30 minutos diarios, resolvendo
sempre algum exercicio tedrico e outro contextualizado.

O Articulagdo MT tem como objetivo discutir temas relevantes ligados a Matematica e
suas Tecnologias. Os conteddos abordados sao analisados a luz dessa ciéncia, contudo ela
ndo é condicdo prévia indispensavel para a compreensdo dos temas. O Articulagao MT

visa estimular o interesse pela Matematica, a fim de que os estudantes a percebam nos
fatos noticiados, despertando, assim, 0 gosto pela aquisicao e pela construcao de novos
conhecimentos.
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